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كه دانش آموزان روى تمرين ها كار كنند و با موفقيت 
آن ها را اثبات كنند. كتاب هاى درسى هندسة آن زمان 
نشان مى دهند كه نويسندگان هنگام ايجاد تعادل بين 
ــش هاى مشكل  حكم هاى بنيادين و تمرين ها، با پرس
فراوانى مواجه بودند. اينكه چه حكم هايى بايد بنيادين 
در نظر گرفته شوند؟ با چه ترتيبى بايد در كتاب آورده 
ــاف» اثبات آن ها چگونه بايد در  ــوند؟ نحوة «اكتش ش
ــيارى در نحوة ارائة  ــرح داده شود؟ تنوع بس كتاب ش
ــى هندسه،  اين حكم هاى بنيادين در كتاب هاى درس
ــت (اسميت، 1909؛  ــاهده اس از اوايل قرن، قابل مش
ــولتز و سون اوك، 1913؛ شيبلى، 1932). با توسل  ش
به شيوه ها ى مختلف، نويسندگان سعى داشتند كه با 
حفظ تعادل بين يكپارچگى موضوع هندسى ارائه شده 
ــوزان توانايى انجام  ــودمند بودن آن، در دانش آم و س
ــرده و آن ها را در اين راه حمايت  تمرين ها را ايجاد ك
كنند. آن ها همچنين تلاش كردند كه تعداد حكم هاى 

بنيادين را كم، و تعداد تمرين ها را زياد كنند. 

تغييرات در مسائلى كه بايد اثبات 
مى شدند و گزاره هايى كه مى شد 

به عنوان اصل در نظر گرفت
ــل به ملاحظات پداگوژيكى  كميتة 1899 با توس
ــيوة ارائة اصول تغيير كند. اين  ــنهاد كرد كه ش پيش
ــه «تقريباً  ــه معرفى اصولى ك ــه توصيه كرد ك كميت
ــد موكول (نايتينگل و  ــتند به مراحل بع بديهى» هس

 چکيده بخش اول
همراه با اصلاحات دهة 1890، و در زمانى كه هندسه به عنوان جايى 
براى دانش آمـوزان جهت يادگيرى «هنر اثبات كـردن»، در نظر گرفته 
شـد؛ در آمريكا انتظار از دانش آموزانِ دبيرستانى براى اثبات حكم هاى 
هندسـى، تبديل به يك هنجار شـد. در واكنش به مطالبة اصلاحات، در 
حرفة معلمى فرهنگى شـكل گرفت كه طى آن از دانش آموزان خواسته 
مى شـد كه «اثبات» توليد كنند و آن را در « قالب دوستونى» به صورت 
گزاره هايى همراه با دليل درستى هر گزاره بنويسند. در قسمت اول اين 
مقاله گزارشى از زمانى كه هندسـه به عنوان يك موضوع درسى مطرح 
شـد تا وقتى كه اثبات به مركز و محور درس هندسه تبديل شد، عرضه 
گرديد.  همچنين با استفاده از توجيهات تاريخى توضيح داده مى شودكه 
چگونه قالب اثبات دوسـتونى اين امر را  امكان پذير سـاخت كه معلمان 
بتوانند ادعا كنند اثبات كردن را به دانش آموزان ياد مى دهند و در عين 
حال دانش آموزان بتوانند نشـان دهند فعاليت هاى آن ها شـامل اثبات 
كردن مى شـود. در ادامه آشكار مى شـود كه ماهيت هندسة مدرسه اى، 

تحت تأثير اصرار بر ياددهى اثبات، به چه چيزى تبديل شده است.

كليدواژه ها: اثبات، هندسه، هندسه مدرسه اى

مطالبى كه بايد نحوة اثبات كردن 
را به دانش آموزان ياد مى دادند

متفاوت بودن حكم هاى بنيادى و تمرين ها، نقش 
مهمى در امكان پذير ساختن تدريس هنر اثبات كردن، 
ايفا كرد. حكم هاى بنيادين هم موضوع درس را بسط 
و گسترش دادند و هم ابزارى براى دانش آموزان جهت 
ــيار ضرورى بود  ــاختند، اما بس انجام اثبات، فراهم س
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همكاران، 1899، ص142)، و حكم هاى بديهى مانند 
«تمام زاويه هاى قائمه با هم برابرند» حذف شوند. 

در همان زمان، رياضى دانان پيشرفت هاى مهمى 
ــاس اصولى  ــى بر اس ــة اقليدس ــة ارائة هندس در زمين
يكپارچه، كرده بودند. مثلاً نكاتى را كه اقليدس بدون 
ــه بود، به عنوان اصل در  هيچ توضيحى مفروض گرفت
ــرت1، 1899/1971).  ــر گرفتند (براى نمونه هيلب نظ
ــج آن دورة ايالات  ــاى راي ــر با توصيه ه ــه اين ام البت
ــو نبود.  ــه، هم س ــده دربارة روش تدريس هندس متح
كميتة پانزده، جهت تصميم گيرى در اين باره، توصية 
ــاى ممكن» را  ــى مبنى بر «كم ترين فرض ه رياضيات
ــت  ــات پداگوژيكى كه بيان مى داش ــر ملاحظ در براب
«چنين فهرستى براى دانش آموزان قابل فهم نيست»، 
ــلات و همكاران،  ــى و ارزيابى قرار داد (اس مورد بررس
ــى كه آن ها انتخاب كردند بين  1912، ص 81). اصول
ملاحظات رياضياتى و ملاحظات دربارة يادگيرنده ها، 

تعادل برقرار كرد: 

ــود اين است كه  مبنايى كه بايد در نظر گرفته ش
ــود و اثبات رسمى حكم هايى  ترتيب منطقى حفظ ش
ــتند، ارائه  كه براى رعايت چنين ترتيبى ضرورى هس
ــود. اين شيوه با اصول آموزشى مربوط به سازگارى  ش
ــلات و  موضوع با ذهن يادگيرنده، همخوانى دارد (اس

همكاران، 1912، ص 81). 

همچنين شولتز (1912) ابراز داشت كه پيشرفت 
ــة  ــه بر مبناى اصول، بر هندس در بنيان نهادن هندس
ــت، چرا كه در نظر گرفتن اصولى  درسى تأثير گذاش
ــه توجيه  را غير از اصول اقليدس براى تدريس هندس

كرده بود: 
هنگام گردآورى اصول، تلاش براى دست يابى به 
ــتى جامع و كامل ضرورى نيست. يك گزاره را  فهرس
ــر گرفت حتى اگر  ــوان به عنوان يك اصل در نظ مى ت
ــه گرفت؛ و اگر لازم  ــوان آن را از اصول ديگر نتيج بت
شد گزاره اى به عنوان اصل در نظر گرفته شود مى توان 

حتى دليل همه فهمى2 براى آن ارائه كرد. 
ــابه، جورج كارسون3 پيشنهاد كرد كه  به طور مش
تمام ويژگى هايى كه «مى توان به دانش آموزان القا كرد 
ــول كنند»، در قالب  ــه بدون اندازه گيرى عددى قب ك

مفروضات ارائه شوند (كارسون، 1913، ص 98). 
ــنهادى قابل انتخاب  اين امكان كه اصل هاى پيش
ــة ده نفره بر  ــا بود. تأكيد كميت ــيار راهگش بودند بس

ــه به عنوان زمينه اى براى يادگيرى  استفاده از هندس
ــدن يك تصور ويژه دربارة اثبات  اثبات، به متداول ش
در هندسه كمك كرده بود كه قبلاً و در دورة كارهاى 
اصيل، به شكل بالقوه اى وجود داشت. طبق اين تصور، 
وجود و خواص اشياء هندسى، مستقل از اينكه اثبات 
ــند، حقايقى مفروض بودند. پشتوانة چنين  شده باش
ــتى آن  ــتند كه درس ــورى، وجود اثبات هايى هس تص
ــوان با بيان كردن  ــان مى دهند كه مى ت خواص را نش
شرايط نظرى آن ها، خواص مذكور را به عنوان حقايقى 
ــن حركتى،  ــت. در نتيجة چني ــت در نظر گرف درس
ــت  زياد يا كم بودن تعداد اصول تفاوت چندانى نداش
ــده بودند؛ و اين  چراكه تمام آن ها حقايقى پذيرفته ش
ــداد حكم هاى بنيادينى بود كه  نكته باعث كاهش تع
دانش آموزان بايد چگونگى اثبات آن ها را مى دانستند. 
حكم هاى بنيادينى كه بايد اثبات شوند، آن هايى بودند 
كه يا نقشى اساسى در توسعة موضوع درس داشتند و 
يا روش هاى اثبات كردن را نشان مى دادند؛ نه آن هايى 
كه بسيار بديهى بودند و مى شد آن ها را به عنوان اصل 
ــداد حكم هاى بنيادين،  ــر گرفت. كاهش در تع در نظ
ــتر وقت كلاس را  ــازه مى داد كه دانش آموزان بيش اج
ــا كنند. همچنين  ــات براى تمرين ه ــرف توليد اثب ص
وجود فهرستى طولانى از حكم هايى كه به عنوان اصل 
ــن اجازه را  ــدند، به دانش آموزان اي ــر گرفته ش در نظ
ــتفاده كنند، بدون اينكه  ــى داد كه از نتايج آن ها اس م
بدانند آن نتايج به چه دليل درست هستند. بنابراين، 
ــل، در اثبات  ــتند به عنوان دلي از هر فرضى مى توانس
ــتفاده كنند، چراكه آن را درست فرض  يك حكم اس
ــش كه آيا اين حكم  كرده اند و مطرح كردن اين پرس
ــتفاده از حكم هاى ديگر قابل اثبات هست يا نه،  با اس
ضرورى نخواهد بود. در آخر، اين حقيقت كه هندسة 
ــامل نحوة  كشيدن اشياى هندسى)، قبل  ملموس (ش
از هندسة اثباتى تدريس مى شود، پرسش هاى مربوط 
ــى را از ميان خواهد برد. از اين  به  وجود اشياء هندس
ــت كه توجه شود كه در دهة اول قرن،  جهت مهم اس
كتاب هاى درسى هندسه شروع به ارائة بخش مقدمة 
ــياء  ــراى تعريف بعضى از اش ــه معمولاً ب ــى (ك مفصل
هندسى و بيان چند اصل، استفاده مى شد) كردند كه 
ــامل عناصر هندسة ملموس (به ويژه ترسيم ها) بود.  ش
ــة ملموس را  ــن رو، حتى اگر دانش آموزى هندس از اي
قبلاًُ در دورة ابتدايى نديده بود، در هندسة دبيرستان، 
در دو بخش با هندسه مواجه مى شد. در بخش اول با 
حقايق هندسى و در بخش دوم با سازماندهى منطقى 
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آن ها، همان طور كه كميتة ده نفره پيشنهاد كرده بود.

تغييرات در نشانه گذارى و 
چگونگى ارائة شكل ها

ــانه گذارى و زبان استفاده  نوآورى هايى كه در نش
مى شد در جهت حمايت اثبات دانش آموزى بودند. اين 
ــده  ــكيل ش عقيده كه اثبات از «مراحل موجزى» تش
ــت (بمن و اسميت، 1899، ص 20)، دانش آموزان  اس
ــاى غيرضرورى دور مى كرد. با  را از مواجهه با بحث ه
ــن وجود، براى اينكه اين اتفاق بيفتد، بايد زبانى كه  اي
ــترس بود، اجازة اين خلاصه نويسى را مى داد.  در دس
ــتن اثبات ها با نمادهاى انعطاف پذيرتر،  بنابراين، نوش
متداول شد (براى مثال، نشان دادن زاويه با نمادهاى 
ــة حكم هاى خاصى،  مختلف). همچنين، بيان خلاص
ــاوى  ــه، قضيه اى كه تس ــراى نمون ــد (ب ــج گردي راي
ــع بين را تضمين  ــت دو زاويه و ضل ــث به حال دو مثل
ــد).  ــور خلاصه «ز ض ز» ناميده مى ش ــرد، به ط مى ك
اين طور به نظر مى رسيد كه چنين خلاصه نويسى هايى 
دانش آموزان را كمك مى كرد كه هنگام نوشتن اثبات، 
ــى مستقيم داشته باشند.  به قضيه هاى قبلى دسترس
ــك كرد كه  ــه دانش آموزان كم ــام اين تغييرات ب تم
ــكيل  ــان تش اين باور را كه اثبات از گزاره ها و دلايلش
شده، به طور مؤثرى به كار ببندند. تنوع نمادها و تعدد 
ــى در برابر خطر  ــوان محافظ ــى، به عن واژگان تخصص
ــدن فعاليت توليد اثبات به جست وجو براى  تبديل ش
يافتن راهى متعارف براى نوشتن گزاره ها و دلايلشان، 
ــريع و  ــترس بودن س عمل مى كرد. در عوض، در دس
ــتند به عنوان دليل  ــتقيم حكم هايى كه مى توانس مس
استفاده شوند، باعث مى شد كه بتوان از آن ها به عنوان 
ــورد نياز براى  ــى براى يافتن گزاره هاى م رهيافت هاي

اثبات، استفاده كرد.
ــوزان را در امر اثبات  موضوع ديگرى كه دانش آم
ــكل ها بود. نيوكمب و  ــت مى كرد، نحوة ارائة ش حماي
همكاران (1893) توصيه كرده بودند كه دانش آموزان 

ــكل، تمرين ها را  ــتفاده از ش ــياه، با اس ــاى تخته س پ
ــگ و همكاران  ــد. يان ــفاهى انجام دهن ــورت ش به ص
ــان بايد به  ــرده بودند كه معلم ــز بيان ك (1899) ني
ــاى زيادى بدهند كه روابط را  دانش آموزان «تمرين ه

در يك شكل ببينند» (ص 142). 
ــكل ها  براى اينكه دانش آموزان راحت تر بتوانند ش
را بررسى كنند، شولتز (1912) «روش هاى گرافيكى 
براى نمايش حقايق هندسى» را تهيه كرد كه طرحى 
ــكلات بيرونى»  ــتن مش بود در جهت «از ميان برداش
ــه مى توانند به صورت منطقى  براى «دانش آموزانى ك
ــمت هاى اثبات  ــا «بعضى از قس ــتدلال كنند»، ام اس
ــادر به ادامه دادن  ــوش مى كنند و در نتيجه ق را فرام
ــتند» (ص 110). شولتز همانند تعدادى از  اثبات نيس
ــينيانش، از شماره هاى كوچكى براى نشان دادن  پيش
ــتفاده مى كرد.  ــات مؤثرند، اس ــى كه در اثب زاويه هاي
ــاى قائمه با  ــرد كه زاويه ه ــنهاد ك همچنين، او پيش
ــم  ــاوى با رس ــع كوچكى، و زاويه هاى مس ــم مرب رس
ــخص شوند.  تعداد كمان هاى برابرى داخل آن ها، مش
نمادهاى ديگرى نيز براى نشان دادن خط هاى موازى 
ــدند. اين «روش هاى  ــاى برابر، طراحى ش و پاره خط ه
ــئله  ــان دادن فرض هاى مس گرافيكى» فقط براى نش
نبود، بلكه براى تجزيه و تحليل كردن فرض هايى بود 
كه در صورت مسئله وجود داشت. براى مثال، به جاى 
گفتن «يك مثلث متساوى الساقين را در نظر بگيريد»، 
مثلثى رسم مى شد كه روى هر يك از دو ضلع برابرش 
ــك خط كوچك، و داخل هر يك از دو زاويه برابرش  ي
ــده بود. در واقع هدف از  ــيده ش دو كمان كوچك كش
اين كار نشان دادن اين موضوع بود كه آن فرض ها در 

اثبات استفاده مى شوند. 

قالب اثبات دوستونى: ثبات 
بخشيدن به درس هندسه

ــل يك فرهنگ  ــرح تكام بخش هاى 3 تا 6 به ش
ــت. فرهنگى كه  ــاص ياف ــات دانش آموزى اختص اثب
همزمان با تلاش حرفة معلمى و نويسندگان كتاب ها 
ــه بايد  براى برآورده كردن اين انتظار كه درس هندس
ــعه  به دانش آموزان هنر اثبات كردن را ياد دهد، توس
ــامل  يافت. تكاملى كه در دورة تمرين اتفاق افتاد، ش
ــه بود كه بعضى از آن ها در  تغييراتى در درس هندس
ــرات دورة كارهاى اصيل بود.  ــى متفاوت از تغيي جهت
ــد بتوانند اثبات را  ــاور كه تمام دانش آموزان باي اين ب
ــند  ياد بگيرند، تمرين كنند و در انجام آن موفق باش

 اين انتظار از معلمان و كتاب هاى درسى 
وجود داشت كه اثبات مسائل بنيادين را 

به صورت گزاره هايى همراه با دلايلشان 
ارائه كنند: اثبات بايد به گونه اى ارائه 

شود كه يك «مبتدى» هم متوجه شود 
كه اثبات و بحث مورد نظر چگونه سرهم 

شده است
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ــه دانش جديد توليد  ــة آن ها انتظار نرود ك اما از هم
كنند، از عواقب تغيير كارهاى اصيل به تمرين ها بود. 
جهت باز كردن فضاى كار بر روى تمرين ها و حمايت 
مؤثر از آن، تعداد «حكم هاى بنيادين» درس هندسه 
ــه دانش آموزان بايد اثبات  كاهش يافت؛ حكم هايى ك
ــم روش اثبات كردن را  ــاد مى گرفتند تا ه ــا را ي آن ه
بفهمند و هم بدانند كه از چه چيزهايى در انجام اثبات 
ــش از آن روايت  ــتفاده كنند. در اين بخ مى توانند اس
تاريخى استفاده مى كنم تا بتوانم تفسيرى دربارة نقش 
ــترش آن فرهنگ، ارائه دهم.  ــتونى در گس قالب دوس
ــرح كنم كه قالب اثبات  ــد دارم اين فرضيه را مط قص
ــده در  ــتونى، از طريق يكى كردن اثبات ارائه ش دوس
ــده از دانش آموز، به برنامة  ــته ش كتاب با اثبات خواس
درسى هندسه ثبات بخشيد. در زير بخش بعدى، اين 

فرضيه را شرح خواهم داد.

تفاوت ها و شباهت هاى مسائل 
بنيادين و تمرين ها

ــائل بنيادين» و «تمرين ها» به  دو اصطلاح «مس
ــته از حكم هايى كه بايد اثبات مى شدند اشاره  دو دس
ــتم كه كاركرد متفاوتى كه به هر  داشتند. مدعى هس
كدام از اين دو دسته اختصاص يافته بود، باعث ايجاد 
فاصله بين اثبات دانش آموز و اثبات معلم (و يا كتاب) 
مى شد. براى مثال، در حالى كه اثبات حكم هاى بديهى 
ــد، تمرين ها شامل مسائلى  در متن درس ديده نمى ش
بودند كه اثبات ساده اى داشتند و فقط با ديدن شكل 
آن ها، اجزاى اصلى اثبات مشخص مى شد. همچنين، 
ــن جهت اهميت  ــائل بنيادين از اي ــه مس در حالى ك
ــى درس بودند و به اين دليل  ــتند كه اجزاى اصل داش
انتخاب شده بودند كه در اثبات حكم هاى ديگر به كار 
آيند، معيار اصلى انتخاب تمرين ها فراهم كردن فرصت 
ــراى دانش آموزان و موفقيت در  تمرينِ اثبات كردن ب
آن بود و جذاب بودن آن ها و همچنين داشتن ارتباط 

منطقى با يكديگر، اهميتى نداشت. 
ــا، صرف نظر از  ــال، هر دو نوع از حكم ه به هر ح
ــخصة  ــراى حمايت از مش ــى ب ــان، ابزارهاي محتوايش
ــى تمركز بر اثبات دانش آموزى بود.  جديد درس، يعن
ــراى تمام گزاره هايى كه  ــع، دانش آموزانى كه ب در واق
اثبات مى كردند، بايد دليل مى آوردند، نياز به نتايجى 
ــائل بنيادين برايشان فراهم  قدرتمند داشتند كه مس
ــن قاطع تر و  ــائل بنيادي ــات مس ــرد. هرچه اثب مى ك
قانع كننده تر بود، دانش آموزان «زنجيرة استدلال هايى 

را كه به كشف و پديدار شدن اثبات منجر مى شدند» 
ــر مى ديدند. بنابراين،  ــگ، 1906، ص 261)، بهت (يان
ــاخت كه چرا  ــن مى س ــائل بنيادين، روش اثبات مس
ــتند و نشان مى دادند  اثبات هاى رياضى ضرورى هس
كه چه نوع استدلال هايى در اثبات استفاده مى شوند. 
ــه امرى ضرورى  ارائة آن اثبات ها براى معلمان هندس
ــتى آن  ــان دادن درس بود. چنين كارى فقط براى نش
ــود كه طبق آن معلمان  ــائل نبود، بلكه مجوزى ب مس
مى توانستند ادعا كنند كه در كلاس درس، هنر اثبات 
ــور واقعى، تدريس مى كنند. با اين وجود، براى  را به ط
اطمينان از اينكه دانش آموزان واقعاً چنين هنر اثباتى 
ــه دانش آموزان در توليد  ــاد گرفته اند، لازم بود ك را ي
اثبات موفق عمل كنند. وجود تمرين ها در اين جهت 
بود كه دانش آموزان را كمك كند كه با انجام بحث هاى 
ــاده ترى، بدون اينكه موفقيتشان مشروط به يافتن  س
ــمى اثبات را تمرين  ــد، جنبه هاى رس ايدة اثبات باش
ــه براساس  كنند. بنابراين، اگرچه هويت درس هندس
وابستگى متقابل بين تمرين ها و مسائل بنيادين شكل 
گرفت، اما شرط بقاى آن، با فاصله گرفتن تمرين ها از 
مسائل بنيادين حاصل شد. همزمانىِ بين آن وابستگى 
ــكل آفرين ايجاد كرد. در بخش  و فاصله، موقعيتى مش
ــن وضعيتى  ــه چرا چني ــح خواهم داد ك ــد توضي بع

مشكل آفرين بود.

اشاره داشتن مسائل بنيادين 
و تمرين ها به يك موضوع 

مشترك
ــائل  ــدن فاصله بين تمرين ها و مس ــا نمايان ش ب
بنيادين، مشكلى كه ايجاد مى شد اين بود كه چه طور 
دو فعاليت متفاوت را مانند اثبات مسائل بنيادين و حل 
كردن تمرين ها، به يك موضوع مشترك در يادگيرى، 
ــر اثبات كردن» ارتباط دهند؟ تمرين ها به  يعنى «هن
لحاظ محتوايى بسيار متفاوت از مسائل بنيادين بودند. 
ــب قضيه هايى مهم  ــائل بنيادين اغل در حالى كه مس
ــائل بعدى استفاده  ــه بودند و در اثبات مس در هندس
ــدند، اما تمرين هايى بديهى يا نتيجة واضحى از  مى ش
يك حكم ديگر بودند و در فعاليت هاى ديگر استفاده اى 
ــائل بنيادين از نظر رياضى بايد  ــتند. اثبات مس نداش
به ترتيب انجام مى شد، چراكه آن ها از لحاظ رياضى به 
يكديگر مرتبط بودند. اما اثبات حكم هايى كه به عنوان 
ــده بودند، خيلى خسته كننده بود و  تمرين مطرح ش
حتى از نظر كسانى كه متعصبانه اصرار به اثبات همه 
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چيز دارند، آن تمرين ها به اثبات نيازى نداشتند. براى 
ــتن تمرين ها و مسائل بنيادين،  قابل مقايسه نگه داش
بايد اقدامى در مورد دستورالعمل هاى آموزشى صورت 
ــت، كه اين اقدام تزلزل و ناپايدارى در موضوع  مى گرف

مورد مطالعه را پديد آورد. 
ــكل، اثبات به عنوان يك هدف و  براى حل آن مش
فعاليت در مبحث هندسه، بايد كه وراى تصور سنتى 
از آن، كه فرايندى براى نشان دادن درستى يك حكم 
بود (لژاندر، 1841، ص3)، توسعه يابد. تفاوت هاى بين 
ــائل بنيادين و تمرين ها بايد كم رنگ شود و با به  مس
ــة  خدمت گرفتن هر دوى آن ها اهداف كلاس هندس
ــائل  ــود. به محض اينكه مس ــتان، برآورده ش دبيرس
ــى از يك گونه در نظر  ــن و تمرين ها نمونه هاي بنيادي
ــائل بنيادين را مقدمه اى  ــوند، مى توان مس گرفته ش
ــورت تمرين ها را  ــت و در آن ص براى تمرين ها دانس
ــراى ارزيابى ميزان فهم  هم مى توان معيارى معتبر ب
ــت. قالب اثبات  ــائل بنيادين دانس دانش آموزان از مس
ــتونى مى تواند آن كار را انجام دهد، البته به اين  دوس
قيمت كه اثبات را وسيله اى براى تدريس و يادگيرى 
ــى بدانيم كه بخش عمدة آن در قالب يك كار  موضوع
ــى.  ــى انجام مى گيرد تا در يك محتواى هندس منطق
ــت از اين قاعدة ضمنى كه اثبات به صورت كامل  حرك
ــود (براى نمونه، ونت ورث، 1888)، به سمت  بيان ش
ــميت،  ــردن اثبات ( براى نمونه، بمن و اس توصيف ك
ــرانجام، بيان آن در قالب دوستونى (براى  1899) و س
ــون اوك، 1913)، بر روى تثبيت  ــولتز و س نمونه، ش
درس هندسه تأثير داشته است. اين كار باعث شد كه 
در نظر دانش آموزان شباهت هاى دو كار متفاوت اثبات 
تمرين ها و اثبات حكم هاى بنيادين پررنگ تر گردد و 

آن شباهت ها را بهتر و ساده تر تشخيص دهند.
تأكيد زياد بر جنبه هاى رسمى اثبات، اجازة نوعى 
ــم و دانش آموزان هنگام اثبات  ــتد را بين معل داد و س
مسائل بنيادين و تمرين ها مى داد. اين موضوع پذيرفته 
ــده بود كه خوانندگان پخته و بالغ براى درك يك  ش
ــات نياز ندارند كه دليل تمام گزاره ها را ببينند. در  اثب
ــى  هر صورت، اين انتظار از معلمان و كتاب هاى درس
ــائل بنيادين را به صورت  ــت كه اثبات مس وجود داش
ــان ارائه كنند: اثبات بايد  گزاره هايى همراه با دلايلش
به گونه اى ارائه شود كه يك «مبتدى» هم متوجه شود 
ــرهم شده است  كه اثبات و بحث مورد نظر چگونه س

(يانگ، 1906، ص262). 
ــه دادن هر گزاره  ــور بود كه ارائ نظر يانگ اين ط

ــرايطى كه  ــت كه ش ــراه دليلش معادل اين اس به هم
ــرح داده  ــات مرتبط مى كند، ش ــه اثب ــزاره را ب آن گ
ــئول باشد كه چنان رهيافت هايى  شود. اگر معلم مس
ــد دانش آموزان را قادر  ــتراك بگذارد، مى توان را به اش
ــائل بنيادين را كشف كنند. معلم  ــازد تا اثبات مس س
ــت دانش آموزان را به سمت  ــابه قادر اس با بحثى مش
ــمى، كه در قالب دوستونى تجسم  ارائة اثبات هاى رس
يافته است، سوق دهد- معلم مى تواند وانمود كند كه 
اثبات انجام شده توسط دانش آموزان تا وقتى كه دليل 
ــده باشد، قابل فهم نخواهد بود.  تمام گزاره ها بيان نش
ــو، معلم بايد از قالب اثبات دوستونى  بنابراين از يك س
براى توضيح اثبات به دانش آموزان (در جهت كمك به 
فهم بهتر) استفاده كند؛ و از سوى ديگر، دانش آموزان 
نيز بايد قالب دوستونى را براى توضيح اثبات به معلم 

(در جهت نشان دادن كار خود) به كار ببرد. 
ــردن  ــرآورده ك ــتونى در ب ــات دوس ــگ اثب فرهن
توصيه هايى كه دربارة درس هندسه انجام شده بود موفق 
عمل كرد، اما اين موفقيت رايگان به دست نيامد. در واقع 
جنبة منطقى اثبات بسيار پررنگ شد و در عوض نقش 
ــش هايى در  ــاختن دانش از بين رفت. پرس اثبات در س
مورد مرتبط بودن و ميزان سختى حكم هاى اثبات شده، 
و همچنين دربارة ميزان موفقيت و قابل استفاده بودن 
نظريه هاى مطرح شده، در حاشيه ماندند. رخ دادن اين 
اتفاق به اين خاطر نبود كه چنين موضوع هايى طرفدار 
ــميت،  ــى4، 1903؛ مور5، 1902؛ اس ــتند (ديوي نداش
1909)، بلكه شايد به اين دليل بود كه در عمل، سازگار 
كردن چنان موضوعاتى با اين الزام كه در درس هندسه 
ــات كردن تدريس  ــة دانش آموزان هنر اثب بايد به هم

شود، مشكل بود. 

نتيجه گيرى: از تاريخ اثبات 
در هندسه، چه مى توانيم ياد 

بگيريم؟
ــاى تاريخى در مورد اينكه چگونه درس  واقعيت ه
ــه در دبيرستان، الزام تدريس هنر اثبات كردن  هندس
را پذيرفت، شباهت هايى مهم و قابل تأمل را در مورد 
ــات در آموزش رياضى،  ــاى اخير بر وجود اثب تأكيده
خاطرنشان مى سازد. ياد مى گيريم كه گنجاندن اثبات 
ــتورى6 در برنامة  ــوان عضوى دس ــوزى به عن دانش آم
ــامل فعاليت هاى مهمى است كه طبيعتى  درسى، ش
ــى  ــيارى از جنبه هاى برنامة درس نظام مند دارند. بس
ــه درگير پاسخ گويى به خواستة كميتة ده نفره  هندس

معلم مى تواند 
وانمود كند كه اثبات 
انجام شده توسط 
دانش آموزان تا وقتى 
كه دليل تمام گزاره ها 
بيان نشده باشد، 
قابل فهم نخواهد بود. 
بنابراين از يك سو، 
معلم بايد از قالب اثبات 
دوستونى براى توضيح 
اثبات به دانش آموزان 
(در جهت كمك به 
فهم بهتر) استفاده 
كند؛ و از سوى ديگر، 
دانش آموزان نيز بايد 
قالب دوستونى را براى 
توضيح اثبات به معلم 
(در جهت نشان دادن 
كار خود) به كار ببرد
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ــرات در نقش دانش آموزان  ــد. به ويژه اينكه تغيي بودن
به عنوان يادگيرنده ها، هم بر تغييرات ماهيت موضوع 
مورد مطالعه تأثير گذاشت و هم از آن تأثير پذيرفت. 
ــات دانش آموزى امكان پذير  همچنين براى اينكه اثب
ــد  ــود، نظامى از منابع بايد براى آن ها فراهم مى ش ش
ــا اثبات ها را با موفقيت انجام دهند. تجميع تمام آن  ت
عناصر، يك درس هندسة پايدار را با اين جهت گيرى 
كه دانش آموزان هنر اثبات كردن را ياد بگيرند، توليد 
ــتونى تجسم يافت. به هر  كرد و اين امر در قالب دوس
حال، اين پايدارى هزينه اى در پى داشت- كه عبارت 
ــاختن دانش. در  ــازى اثبات كردن از س بود از جدا س
حالى كه تلاش هاى چشم گيرى در جهت تغيير دادن 
نقش اثبات در هندسة مدرسه اى در قرن بيستم اتفاق 
افتاده بود (براى نمونه، فاوست، 1938)، تقليل اثبات 
ــمى آن، طى قريب به يك قرن  به جنبة منطقى و رس
ــجو هاى  ــت. نظر يكى از دانش ــته اس اخير تداوم داش
خودم در دورة كارشناسى، كم و بيش چنين موضوعى 
ــل اثبات را انجام  ــه عم را بيان مى كند: «ما در مدرس

مى داديم، اما چيزى را اثبات نمى كرديم.» 
ــر اينكه  ــر مبنى ب ــاى حاض ــه توصيه ه ــى ب وقت
ــال هاى تحصيل خود  ــوزان بايد در طول س دانش آم
مشغول اثبات كردن در تمام موضوعات باشند (شوراى 
معلمان رياضى آمريكا، 2000) فكر مى كنيم، بايد آن 
ــته  ــه از تاريخ گرفته ايم در نظر داش ــى را ك درس هاي
ــتورى لزوماً  ــت اينكه، توصيه هاى دس ــيم. نخس باش
ــرى  قابليت اجرا ندارند و براى اجراى آن ها بايد يك س
فعاليت ها انجام شود كه عمدتاً ماهيتى نظام مند دارند. 
جهت تبديل شدن اثبات به يك عنصر مهم و اصلى در 
رياضى مدرسه اى، بايد اقداماتى نيز در مورد بسيارى از 
عناصر ديگر انجام پذيرد. بايد بپرسيم كه آيا نگاه ما در 
مورد اثبات با درك ما از دانش آموز به عنوان يادگيرنده 
ــه، جايى كه آن  ــورد مطالع ــاى رياضى م و موضوع ه
ــتگى دارد؟  ــت اتفاق بيفتد، همبس يادگيرى قرار اس
به علاوه، چه نوع از منابع و قواعدى جهت قادر ساختن 
دانش آموزان براى انجام اثبات لازم است؟ چنان اثباتى 
ــزاوار جايگاهى در دروس مدرسه اى باشد و در  كه س
ضمن با اهدافى كه ما براى يادگيرى دانش آموزان طى 
ــى در درس رياضى در نظر داريم،  ــاى كلاس فعاليت ه

همبستگى داشته باشد. 
ــر مى خواهيم در مورد  ــت كه اگ درس دوم اين اس
مشغول شدن دانش آموزان به امر اثبات صحبت كنيم، 
ــاك خواهد بود كه چنين بحث و صحبتى بدون  خطرن

ــعة دانش دربارة ايده هاى رياضى  توجه به موضوع توس
ويژه و يافتن نتايجى جالب در مورد آن ايده ها، باشد. از 
لاكاتوش (1976، 1978) ياد مى گيريم كه اثبات رياضى 
يك فرايند منطقى كلى نيست، بلكه ابزارى روشمند و 
بنيادى جهت توسعه و شكل دادن مفاهيم است تا بدانيم 
كه كدام يك از قضيه ها مى تواند درست باشد و چرا؟ اگر 
نقش ارزشمند اثبات به عنوان ابزارى براى خلق دانش، 
شايستة جايگاهى در كلاس هاى درسى باشد- كه فكر 
مى كنم همين طور باشد- لازم است نسبت به اين تصور 
بدگمان باشيم كه اثبات چيزى مستقل از زمينة فعاليت 
رياضى است كه در آنجا استفاده مى شود. اثبات و انجام 
آن، بسته به پرسشى كه مطرح مى شود و دانش و ابزارى 
كه در دسترس افرادى است كه قصد حل آن پرسش را 
دارند، ممكن است متفاوت به نظر برسد. ضرورى بودن 
وجود اثبات در آموزش رياضى، فقط به اين دليل نيست 
ــمند براى درگير كردن دانش آموزان  كه فرايندى ارزش
است (مانند توسعة ظرفيت دانش آموزان در استدلال هاى 
ــه اين دليل كه يكى از جنبه هاى ضرورى  رياضى)، بلك
در ساختن دانش است، بسيار مهم تر است. اين مطالعة 
تاريخى دربارة تحول و توسعة اثبات در آموزش آمريكا، 
پيشنهاد مى كند كه در نظر گرفتن اثبات به عنوان يك 
ــى مجزاى مورد مطالعه، دانش آموزان را در استفاده  ش
از اثبات به عنوان ابزارى براى دانستن، تواناتر نمى سازد؛ 
بلكه تمرين براى اثبات كردن را از تمرين براى دانستن 

جدا مى كند.
منصفانه نيست كه تحول و تكامل فرهنگ اثبات 
ــروزى قضاوت كنيم. به  ــتونى را با معيارهاى ام دوس
ــه تأكيد دوباره بر  ــت ك همان اندازه غيرمنصفانه اس
ــوزش را به عنوان توجيهى جهت  حضور اثبات در آم
ــر اثبات كردن»  ــوزش و يادگيرى «هن ــرار بر آم اص
ــتانداردها (شوراى معلمان رياضى  بدانيم. اصول و اس
ــرد كه بتوان  ــكا، 2000) عناصرى را فراهم ك آمري
ــكارى فعالانة  ــه در آن هم ــى را تصور كرد ك كلاس
ــى در دانش با اين  ــد ادعاهاي ــوزان در تولي دانش آم
ــئوليت همراه شود كه در مورد منطقى بودن آن  مس

اين باور كه تمام دانش آموزان بايد 
بتوانند اثبات را ياد بگيرند، تمرين 
كنند و در انجام آن موفق باشند اما از 
همة آن ها انتظار نرود كه دانش جديد 
توليد كنند، از عواقب تغيير كارهاى 
اصيل به تمرين ها بود
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ــت كه  ــود. در نتيجه لازم اس ــا بحث انجام ش ادعاه
ــتاندارد مهيا  ــتدلالِ اس ابزارهايى را براى اثبات و اس
ــود  ــته مى ش ــم كه وقتى از دانش آموزان خواس كني
ــن محتوا و قالب،  ــتدلال يا اثباتى ارائه كنند، بي اس
تعادل برقرار گردد. پرسش مهم و حياتى اين نيست 
ــوزان در قالبى ارائه  ــتدلال هاى دانش آم ــه آيا اس ك
ــده اند كه مورد تأييد منطق دان ها باشد، بلكه اين  ش
ــت كه آيا دانش آموزان با اشياء رياضى  نكته مهم اس
ــتر  كه جامعة مطلعين7 مى خواهند دربارة آن ها بيش

بدانند، سازگار شده اند يا نه.
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